Kubicky spline
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Modul Kubicky spline slouzi prolozeni prakticky libovolnych regresnich kiivek
naméfenymi daty s jednorozmeérnou nezavisle proménnou X a jednorozmérnou nahodnou
zavisle proménnou y. Regresni model y = f(X) + € se zde sklada z p kubickych kiivek

definovanych na p navazujicich usecich osy x,(—oo,xull)u<xul1,xulz)u...u<xu'p_1,+oo).

Hodnoty X, se nazyvaji uzly a mohou byt definovany uzivatelem. Analytické vlastnosti
(hladkost, spojitost, kiivost, apod.) a statistické vlastnosti (rezidualni rozptyl, rozptyly a
vyznamnosti parametri, rozptyl predikce apod.) téchto kiivek jsou predmétem modelovani.
Model polynomického spline 1ze zapsat ve tvaru

[Sh (x)}T =[1, X, x2,...,xh}; h>0

kde h je stupeni polynomu, pro h=3 se tedy jedna o kubicky spline, kterym se zde budeme
zabyvat. Sh(x) je vektor prediktort, a ay je vektor regresnich koeficientd pro k-ty usek. Pokud
se naméfena dvojice (Xi, Yi) nachazi v k-tém tseku (tedy v intervalu (xyx-1; Xuk)), je hodnota
predikovand modelem dana

_ 2 3
f(Xi) = ax1 + ax2 Xi + A3 X"+ Ak Xi

Parametry ay; se ziskaji pomoci linearni regrese metodou nejmensich ¢tverct. Pokud
bychom netrvali na spojitosti v uzlovych bodech, vedl by tento model na p nezavislych
regresnich modell, viz Obrazek 1. Je zfejmé, ze tvar priabéhu vysledné kiivky velmi zavisi na
zvoleném poctu Gsekil a poloze uzlovych bodu, jak ilustruje Obrazek 2.
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Obrazek 1 ProloZeni dat nezavislymi kubickymi polynomy bez poZadavku spojitosti
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Obrazek 2 a, b Vliv poctu useki na tvar priibéhu, pocet usekup=3ap=6

Tyto modely jsou ovSem nespojité a maji jen omezené pouziti. Pozadujeme-li spojitost
ktivky, zafadime do modelu podminku spojitosti ve funkéni hodnoté

T

heo 1" h
[$"(0] aa=s"(x)] a.
Podobné 1ze pokracovat dale a pozadovat spojitost prvnich a druhych derivaci (zde h = 3).
hr T hr T hr T hr T
S0 ] =[5 (0] ac, [s" (0] aa=[s"(0)] ay
pfiCemz prvni a druhd derivace polynomu
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Tak ziskame kiivku hladkou do prvni derivace a spojitou do druhé derivace. Takova
kiivka spolu s moznosti volby poc¢tu a polohy uzlovych boda X i bude vyhovovat prakticky
vSem pozadavklim na proloZeni dat neparametrickou regresni kiivkou. Vyhodou regresniho
kubického spline proti jadrovému vyhlazeni nebo klouzavému priiméru je nevychylenost v
oblasti maxima nebo na okrajich zavislosti. Navic je mozné ziskat statistické vlastnosti
prolozeni (hodnoty a smérodatné odchylky (resp. kovarian¢ni matici) odhadu regresnich
koeficientd, intervaly spolehlivosti predikce, atd.). Piiklad vzdy stejnych dat se stejnymi uzly
prolozenych splinem spojitym pouze v hodnotach f(x) uvadi Obrazek 3, v hodnotach f(x) a
prvnich derivacich f '(x) Obrazek 4 a spline spojity v hodnotach f(x), prvnich derivacich f '(x) a
druhych derivacich f ' '(X) uvadi Obrazek 5. Okrajové podminky na f(x), f '(x) a f ' '(X) nejsou
kladeny.
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Obrazek 3 ProloZeni dat s poZadavkem spojitosti funkénich hodnot

YT Spline h=3, p=4, n=16, C=2
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Obrazek 4 ProloZeni dat s poZadavkem spojitosti funkénich hodnot a prvnich derivaci
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Obrazek 5 ProloZeni dat s poZadavkem spojitosti funk¢nich hodnot, prvnich a druhych derivaci

Vliv poctu uzli ilustruje Obrazek 6. Je-1i poc€et bodl v jednotlivych tsecich pfili§ maly
(naptiklad 1), je mozné ziskat interpolacni spline, ktery prochdzi vSemi body. Pro takovou
funkci ovSem neni mozné ziskat statistické vlastnosti (interval spolehlivosti) a ¢asto nelze ani
jednoznacné vypocitat regresni koeficienty, nebot’ model je pfeurCeny, pocet nezndmych
koeficientil je vétsi, nez pocet dat. Zde lze vSak vyuzit techniku obecné inverze (napt. Moore-
Penroseovy pseudoinverze), pomoci niz lze fesit i singularni linearni systémy.
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Obrazek 6 Priklad vlivu po¢tu uzli na tvar pribéhu spline (data jsou vzdy stejna)

Analyticky tvar kubického spline dovoluje snadno konstruovat prabéhy prvnich a druhych
derivaci a integralu. Jejich vyuziti ilustruje Obrazek 7 a Obrazek 8.
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Obrazek 7 Priklad vyuziti spline pro nalezeni inflexnich bodi, maxim a integralu
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Obrazek 8 Priklad vyuziti spline pro analyzu kumulativnich dat (napf. titrace, apod.)

Data a parametry

Standardni data pro kubicky spline jsou ve dvou sloupcich, jeden sloupec obsahuje
hodnoty nezavisle proménné, druhy hodnoty zavisle proménné (na jejich fyzickém potadi v
datové tabulce samoziejmé nezalezi). Navic je mozné pouzit dalsi sloupce, v nichz budou
uzivatelem definované polohy uzli, body pro vypocet predikce a vahy jednotlivych méteni.
Strukturu dat ilustruje Obrazek 9 a Obrazek 10. Pokud volime polohu uzli ru¢né a ovlivnit
tak pribéh kiivky, je uzitecné si uvédomit, ze kazdy usek spline miize obsahovat nejvyse
jedno maximum, jedno minimum a jeden inflexni bod. Vahy se pouZivaji nejcaséji pfi



opakovaném méfeni se stejnym vysledkem. Napftiklad dva fadky s hodnotami x=3, y=10; Xx=3,
y=10 lze nahradit jednim Fadkem s vahou 2: x=3, y=10; w=2. Jsou-li zadany hodnoty X pro
predikci, vypocita se v téchto bodech predikovana hodnota y, jeji interval spolehlivosti a
hodnota prvni a druhé derivace v tomto bod¢.

Upozornéni: Sitka m charakteristické matice regrese je v piipadé kubického spline m=4p. Pii
prilis velkém poctu usekd nelze proto zajistit numerickou stabilitu, doporucuje se proto volit
maly pocet usekt, typicky p = 2 az 10, ne vSak vice nez 50. Ptiklad nevhodné volby p

ilustruje Obrazek 11.
X | ¥
0.2 5.91
07 477
1.4 253
1.9 253
25 231
35 257
3.9 246
47 29
57 471
B.7 £.35
7.1 5.5
8.5 587

Obrazek 9 Zakladni data pro kubicky

spline

X | Y | knots | predict | weight
0z 5.91 2 0 1
o7 477 4 1 1
1.4 2.93 = 2 2
1.9 2.93 3 4
2R 23 4 5
345 2E7 = =
3.9 2.46 = 4
4.7 249 7 4
57 4.71 8 3
5.7 5.35 5 2
7.1 b5 2
8.6 5.97 2

Obrizek 10 Uplna data pro kubicky spline
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Obrazek 11 Vhodna (A, B) a nevhodna (B, C) volba po¢tu useki p pfi po¢tu dat n=150
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Obrazek 12 Dialogovy panel pro kubicky spline

V dialogovém panelu se zvoli sloupec hodnot nezavisle a zavisle proménné, sloupec
vah a hodnot pro predikci. Zaddme hladinu vyznamnosti pro intervaly spolehlivosti a testy
vyznamnosti, obvykle 0.05. Sloupec Popis je pouzit k oznaceni bodu v grafech, je-li vybran.
Polohu uzli lze zadat bud’ v tabulce a ptislusny sloupec se vybere v poli Uzly z tabulky.
Pokud se vybere moznost Pocet usekii a zada ¢iselna hodnota p, vypocitaji se polohy uzla pro
n dat automaticky tak, aby byl v kazdém useku stejny pocet bodii n/p. Pokud neni tento podil
celé ¢islo, je pocet bodl v prvnich (p — 1) tsecich roven int(n/p) a v poslednim useku jsou
zbyvajici body. Je tedy vhodné volit pokud mozno pocet usekt tak, aby byl zbytek po déleni
n/p co nejmensi, Zvolime-li naptiklad pro 12 bodu 7 usekd, ziskame 6 usekd s jednim bodem
a jeden usek se Sesti body. Ve skupiné Spojitost vybereme typy pozadované spojitosti ve
funkénich hodnotach, prvnich a druhych derivacich. Nemame-li zvlastni diivody, obvykle
ozna¢ime vSechny spojitosti, ¢imz ziskdme hlad$i prubéh funkce a jejich intervala
spolehlivosti. Podminky spojitosti navic zvySuji pocet statistickych stupni volnosti, zvySuji
stabilitu feSeni a obvykle zpfesiuji predikci. Ve skupin€¢ Data vybereme ptipadnou
podmnozinu dat. Je-li oznacena polozka Data a rezidua, vypisi se do protokolu tabulka
predikovanych hodnot a rezidui. Po kliknuti na tlacitko OK nebo Pouzit se spusti vypocet.

Protokol

Nézev ulohy Zadany nazev ulohy

Data Podmnozina vybranych dat (VSechna, oznac¢end, neoznacena,
pifipadné zadany filtr)

Nezavisle proménna Sloupec nezavisle proménné

Zavisle proménna Sloupec zévisle proménné

Pocet dat Pocet tadki n

Pocet uzli Pocet uzla (p— 1)

Pocet usekt Zadany pocet usekt p




Spojitost ve funkéni
hodnoté

Spojitost v prvni derivaci

Spojitost ve druhé
derivaci
Polohy uzla

Pozadovana podminka spojitosti ve funkénich hodnotach (ANO /
NE)

Pozadovana podminka spojitosti v prvnich derivacich (ANO / NE)
Pozadovana podminka spojitosti v druhych derivacich (ANO /
NE)

Cislo uzlu, Poloha uzlu

Parametry modelu

Tabulka predikovanych

hodnot

Res. soucet ¢tverct
Res. smér. odchylka
Rezidualni rozptyl
Priim. abs. odchylka
Stupnd volnosti eff.

V této tabulce jsou uvedeny pocty dat v jednotlivych tsecich a
vypocitané hodnoty koeficientl regresniho polynomu
y=ao+aix+ ax? + a3x3, s oznacenim A(0)=absolutni ¢len,
A(1)=linearni ¢len, A(2)=kvadraticky ¢len, A(3)=kubicky ¢len

Byl-li vybran sloupec pro predikci, uvadi tato tabulka pro kazdou
zadanou hodnotu X: predikovanou hodnotu Y (Y-pied), spodni a
horni mez spolehlivosti této predikce(Spodni mez, Horni mez) a
hodnotu prvni a druhé derivace (1.derivace, 2.derivace)

Rezidualni soucet ¢tvercti odchylek

Rezidualni smérodatnd odchylka

Rezidualni rozptyl

Primérna absolutni odchylka

Pocet skute¢nych stupiid volnosti, ve =N + 3*(p — 1) — 4p
Je-li pocet stupiii volnosti mensi nez 1, neni mozné vypocitat
intervaly spolehlivosti. Hodnoty zadanych vah se neberou

V tvahu.

Tabulka extrému a
inflext

Tabulka extrému

Tabulka inflext

Obsahuje dve¢ tabulky: tabulku extréma a tabulku inflext

v intervalu (Xmin, Xmax). Pokud extrémy nebo inflexy nejsou
pfitomny, tabulka se nevytvofi.

Tabulka uvadi analytické hodnoty extrémi (tedy minim a maxim)
regresni kitvky: pocet extrémi, pofadi extrému, typ extrému
(minimum nebo maximum), hodnota X, hodnota Y, a 2.derivace
Vv extrému (prvni derivace v extrému je vzdy nula).

Tabulka uvadi analytické hodnoty inflexd (tedy bodd prechodu

Z konkavniho na konvexni tvar, nebo opacn¢) regresni kiivky:
pocet inflexu, pofadi inflexu, hodnota X, hodnota Y, a 1.derivace
v inflexu (druha derivace v inflexu je vzdy nula).

Tabulka dat a rezidui Byla-li v dialogovém panelu oznaéena polozka Data a rezidua,
jsouv tabulce hodnoty X a Y, predikovana hodota Y-pted a
odchylka hodnoty Y od regresni kiivky (reziduum).

Grafy

Spline — funkce

Graf regresni funkce, je-li pocCet stupiiti volnosti vétsi nez 0, kolem
regresni funkce vyznacen ¢ervené (1 — a ) pas spolehlivosti na
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zadan¢ hladin€ vyznamnosti a (graf A). Pokud zaddme pocet
usekti shodny s poctem dat, ziskame pti vSech podminkach
spojitosti interpolacni spline, ktery prochazi vsemi body (graf B).
Pfi snizeni narokt na spojitost, napt. pozadujeme-li pouze
spojitost v f(x) a f(x), mizeme ziskat interpolaéni spline i pii p =
n/2 (graf C). Graf (D) ilustruje proloZeni nespojitym splinem s p=4
9 an=12. Ve vétsin¢ redlnych ptipadt bude vSak smysluplny spline
(A) se vSemi podminkami spojitosti a vhodné volenymi uzly p<<n.
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(D)

Spline — funkce s uzly Graf regresni funkce shodny s pfedchozim grafem s vyznac¢enymi
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5] SelineTdervace - Sheetl Graf prvni derivace spline-funkce f(x). Nulové body (prise¢iky
3' s osou x) odpovidaji maximu nebo minimu funkce f(x). Prubéh
N této kiivky a jeji nulové body jsou rovnéz v protokolu v tabulce
° 7 ,»Tabulka predikovanych hodnot“ a ,, Tabulka extrému a inflexu“.
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s}  Spline-Zdenvace - Sheets Graf druhé derivace spline-funkce f(x). Nulové body (priisediky
0] s osou x) odpovidaji inflexnim bodim funkce f(X). Protoze f(x) je
10l polynom 3. stupné, mé druha derivace tvar p linedrnich useku se
. zlomy v uzlovych bodech. Prubéh této kiivky a jeji nulové body
o \f e jsou rovnéz v protokolu v tabulce ,,Tabulka predikovanych
N § hodnot“ a ,, Tabulka extrému a inflexa*.
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Graf integralu regresni funkce I f(z)dz.
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"] Rezidua - Sheetd Graf rezidui y; — f(x;), je-li v reziduich patrny zietelny trend, je
. mozné, ze je .re.gresni spline chybné& zvoleny a je tfeba ptidat uzly,
041 nebo zménit jejich polohu.
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Y Q0 grafrezidui - Sheett QQ-graf rezidui, tento graf slouzi k posouzeni normality rezidui.
0.4 Jsou-li body rozptyleny kolem ptimky, maji rezidua ptiblizné
0.2; normalni rozdéleni.
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e T-Predikce - Sheet3 Graf Y-Predikce, posouzeni kvality proloZeni dat. Cim tésnéji lezi
o] data na piimce, tim tésn&jsi je proloZeni. Cilem regrese vSak
N . obecné neni co nejlepsi proloZeni (jako je interpolacni spline), ale
N K co ,,nejrozumnéj$i“ prolozeni ptimétené komplikovanym
| modelem.
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