Nelinearni regrese

| Menu: | QCExpert | Nelinearni regrese |
Modul nelinearni regrese slouzi pro tvorbu a analyzu explicitnich nelinearnich regresnich
modelll v obecném tvaru

y = F(x,p) (1-1)
kde y je nezavisle proménnd, X = (X1, X2, . . . Xq) jsou nezavisle proménné, q je pocet proménnych,
p = (p1, P2, - - -, Pm) JSOU parametry, m je pocet parametri, F(X,p) je libovolna funkce nezavisle

proménné a parametrti. Maximalni poCet parametrii je 32, maximalni pocCet proménnych je 254.
Predpoklada se, Zze X je pokud mozno deterministickd (nenahodnd) nezavisle nastavena nebo jinak
zjisténa veli¢ina. VeliCina y na X zavisi, ale jeji hodnota je zatizena ndhodnou chybou €. Parametry p se
odhaduji na zaklad¢ dat a daného modelu nelinearni metodou nejmensich ¢tverct. Uzivatel definuje
model v zakladnim dialogovém panelu nelinearni regrese (Obrazek 1) resp. v okn¢ Tvorba modelu.
Poznamka: Lze-li model vyjadfit ve tvaru linedrnim vzhledem k parametriim, pouzijte linearni regresi
(viz ptedchozi kapitola), kde je vypocet parametri jednoznacny a neni potieba zadavat prvni odhady
parametri. Typické piiklady takovych modeld jsou: y = pix + paIn(x), y =p1 +exp(p2x), ktery lze
linearizovat na Iny =Inp; + pox (zde je tieba pouzit kvazilinearizaci), polynomické modely jako
y = pix + pox® + pax® + pg, atd.

Data a parametry

Vypocet hodnot parametrd p = (p1, P2, - - -, Pm) probiha na zakladé dat, ktera jsou uspotfadana ve
sloupcich datové tabulky. Sloupec reprezentuje hodnoty jedné proménné. K identifikaci proménnych
se pouziva zahlavi sloupce. Proménné a parametry jsou soucasti modelu, ktery se zadava po stisku
tlacitka Model..., piipadné se vybere ze seznamu piimo v okné Nelinedrni regrese, pokud byl model
definovan jiz diive. Zadani modelu je podrobnéji popsano dale. Zadany model se objevi v okné Model
dialogového okna Nelinearni regrese.
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Obrazek 1 Zakladni dialogovy panel pro Nelinedrni regresi

V poli Ndzev ulohy je mozno zadat text, ktery bude uveden v zahlavi protokolu i grafi. Ze
seznamu Metoda vybereme optimalizaéni metodu (Gauss-Newton, Marquardt, gradient, dog-leg,
simplex), v poli Max pocet iteraci 1ze omezit pocet iteraci. Terminac¢ni kritérium je maximalni hodnota
gradientu, popf. norma kroku parametri v jedné iteraci, pfi niZ vypocet kon¢i. Alfa je pravdépodobnost
(hladina vyznamnosti) pouzita pii vypoctu intervalti spolehlivosti a pfi statistickych testech. Skupina



tlac¢itek Data urcuje, zda se pouziji pro vypocet vSechna data, pouze oznacend data, nebo pouze
neoznacena data. V poli Odhady parametrii je vzdy nutno zadat poc¢ate¢ni odhady parametrti py, ... Pm.
Tyto odhady by mély byt pokud mozno co nejblize optimalnim hodnotdm a jejich volbé je nutné
vénovat pozornost. Prili§ hrubé nebo zcela chybné odhady mohou vést k nenalezeni spravnych hodnot
piipadné k neimérnému zvySeni poctu iteraci a vyraznému prodlouzeni vypoctu. Aby mohl uzivatel
ovérit, popiipad¢ doladit pocateéni odhady, je na panelu Nelinedarni regrese tlaCitko Nahled, které
zobrazi data a prubéh modelu s parametry uvedenymi v poli Odhady parametrii, v zahlavi je uvedena
hodnota souétu &tvercti, RSC, (Obrazek 2). Je zadouci, aby &ara probihala v blizkosti bodi. Stiskem
tlacitka OK se vratime do panelu Nelinedarni regrese, kde lze parametry pozménit a znovu zobrazit
nahled. Je-li v modelu vice nez jedna nezavisle proménna, zobrazi se graf predikce proti hodnotam
zavisle proménné s pfimkou y=X, na niz pii idedlnim prolozeni (s nulovou chybou) data lezi. Okno
Ndhled neobsahuje Zadné interaktivni prvky a nelze v ném pouzit ptikaz Kopiruj (Ctrl-C).
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Obrazek 2 Okno Ndhled (pro prvni odhad parametrii)

Po zadani odhadl parametrti se spusti vypocet stiskem tlacitka Pocitej parametry. Zobrazi se panel
Vypocet parametrii (Obrazek 3).
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Obrazek 3 Panel Vypocet parametrii



V ném se prubézné vypisuji hodnoty jednotlivych parametrl, Cislo iterace, aktudlni soucet
Stverctt RSC, dalsi parametry souvisejici s pouzitou optimalizaéni metodou a norma zmény parametri
Norm, ktera se porovnava se zadanou hodnotou terminacniho kritéria. Je-li norma mensi nez
terminacni kritérium, vypocet je ukoncen. Vypocet lze rovnéz kdykoliv ukondéit stiskem tlacitka
Prerusit. V takovém ptipad¢ se jako vysledné berou hodnoty parametrti z posledni iterace.

Po ukonéeni vypoCtu se program vraci zpét do panelu Nelinedrni regrese, pole Odhady
parametru obsahuje hodnoty parametrii z posledni provedené iterace. V piipad¢ normalniho ukonceni
vypoctu jsou to hodnoty optimalni. V piipadé pochybnosti 1ze opét zobrazit nahled (Obrazek 4),
popiipad¢ opakovat vypocet stejnou nebo jinou metodou. Vypocet jinou metodou lze provést i po
predCasném preruseni naptiklad z ditvodu pftilis pomalé konvergence ¢i divergence hodnot parametra.
Jako pocatecni odhady se v tom piipad¢ pouziji hodnoty, ke kterym dospéla predchéazejici metoda.
Tyto odhady lze navic pfed spusSténim nového vypoctu upravit. Tento postup (Uprava odhadl
parametr, vypocet libovolnou metodou, piipadné predcasné preruseni vypoctu, nahled) lze
Vv libovolném potadi opakovat. Stiskem tlacitka OK v hlavnim panelu Nelinedrni regrese potvrdi
uzivatel hodnoty parametri jako konecné, provede se vypocet statistickych charakteristik, vytvoii se
protokol a grafy. Pozor: stiskne-li se OK pied provedenim vypocétu parametrti, Zadna optimalizace
parametrl se neprovede a zadané parametry jsou povazovany za optimalni!
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Obrazek 4 Nahled po vypoctu parametrii

Tvorba modelu: Tlacitkem Model... se otevie panel pro tvorbu modelu (Obrazek 5). Pokud
jsme jiz dfive n&jaké modely vytvofili, je mozné z nich jeden pouze vybrat bez otevieni panelu Tvorba
modelu, je ale nutno dbat, aby se shodovaly nazvy proménnych v modelu a v tabulce s daty. Panel
Tvorba modelu nabizi v levé ¢asti seznam proménnych v aktualnim listu tabulky s daty, z nichz se
tvoti regresni model. V pravé €asti nahotfe zvolime nezavisle proménnou. Po zaSkrtnuti policka Vahy
Ize zvolit sloupec s vahami w; jednotlivych hodnot zavisle proménné (jedna se o koeficient, jimz se
nasobi piislusné reziduum, nikoli jeho ¢tverec). Zadané vahy se normuji tak, aby jejich soucet byl
roven poctu dat n. Neni-li policko Vahy zaSkrtnuté, uvazuji se jednotkové vahy wi=1. Uprostfed panelu
jsou pomocna tla¢itka pro tvorbu modelu. Ve spodni ¢asti panelu je editacni fadek, v némz se model
sestavuje a seznam diive vytvorenych modelii. Tlac¢itkem Ulozit se prevede hotovy model do seznamu
a nastavi se jako aktudlni, tlacitkem Nacist se aktudlni model ze seznamu ptevede do edita¢niho fadku,
kde jej Ize modifikovat.
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Obrazek 5 Dialogovy panel pro tvorbu nelinearniho modelu

Pokyny pro sestavovani modelu:

Dvojitym kliknutim na proménnou v seznamu proménnych opiSeme tuto proménnou do
edita¢niho tadku. Nazev proménné se uvadi vzdy v hranatych zavorkéch. Parametry musi byt
oznaceny symboly P1, P2, ..., které koresponduji s hodnotami v poli Odhady parametrii v hlavnim
panelu Nelinedrni regrese. Pti psani slozitéjSich vyrazt je mozno vyhodné pouzit pomocnych tlacitek
s funkcemi. Je-li v editacnim fadku oznaCena Cast vyrazu, stisknutim tlacitka funkce se tato funkce
aplikuje na oznacenou ¢ast. Napiiklad vyraz In([x]+1) sestavime takto: dvojitym kliknutim piepiSeme
proménnou X (v datech musi byt sloupec tohoto jména): [x]; pfipiSeme + 1; cely vyraz oznaCime:
a klikneme na tlacitko Ln, vysledkem bude: 1n ([x]+1) . Podobné pouzijeme tlacitka "2, "A,
Sgrt, Exp, Log, 1/X, (). Tlac¢itko C smaze edita¢ni fadek. Dalsi funkce je nutno psat ru¢né. Kdyz je
model sestaven, tlacitkem Ulozit jej uloZime do seznamu modelii ve spodni ¢asti panelu. Tlacitkem
Nacist nacteme aktualni model ze seznamu modeld a mizeme jej modifikovat. Tlacitkem Odstranit
model vymazeme aktualni model v seznamu modelt: pozor, tuto operaci nelze vratit zpét! Tlacitkem
OK sestaveni modelu ukoncime.

Pti dodrzeni béZznych syntaktickych konvenci a umistovani nazvu proménnych kdo hranatych
zavorek lze model zapsat i bez pouziti mySi a pomocnych tlacitek. Hotové modely mizZeme ze
seznamu modeld vybirat pfimo v hlavnim panelu Nelinedrni regrese bez otevieni panelu Tvorba
modelu, pozor na souhlas nazvii proménnych.

Metody vypoctu parametrit
Ukolem nelineéarni regrese je nalézt takové parametry daného modelu, které minimalizuji
néjakou vzdalenost tohoto modelu od namétenych hodnot,

min S(p)= min D(y.y) (1-2)

kde D zna¢i vzdalenost, y je vektor danych hodnot zavisle proménné a yje vektor hodnot

predikovanych modelem pro dané hodnoty nezévisle proménné. Nejcastéji se pouziva Eukleidovska
vzdalenost



(1-3)

S(p)=y-y=el= D5 = Do’

Pro c¢el minimalizace neni tfeba uvazovat odmocninu, vyraz (1-3) tak ptfechazi na soucet Ctvercl
odchylek, tedy na podminku nejmensiho souctu ¢tverct. Minimalizace souctu Ctvercu se provadi
iterativné numerickou nelinedrni optimalizaci. Vzhledem k tomu, Ze obecné neexistuje idedlni
algoritmus nelinearni optimalizace, nabizi QCExpert™ Sest riiznych metod (algoritmil) pro nalezeni
optimalnich hodnot parametri p* na zaklad¢ uzivatelem zadanych prvnich odhadi pg. Prvnich pét
patii mezi derivacni metody, které vyuzivaji informace o prvnich, piipadné druhych derivacich kritéria
S(p) podle parametrii, posledni simplexova metoda je nederivacni, pouziva pouze samotnych hodnot
S(p). Obecné lze fici, Ze derivaéni metody jsou efektivnéjsi jsou-li pocate¢ni odhady parametru po
blizké optimalnim odhadiim p*, pfipadné neni-li nelinearita modelu pfili§ velika. V opa¢ném ptipadé
mohou byt derivacni algoritmy malo efektivni, piipadné zcela selhat a vyhodnéjsi mize byt
nederivaéni simplex. Nejsou-li znamy dostatecné presné odhady parametri, nebo derivacni metody
selhavaji, lze parametry nejprve zptesnit metodou simplex a v druhé fazi (po eventudlnim pteruseni
vypoctu) pouzit metodu derivacni. Modul Nelinedrni regrese obsahuje nasledujici metody:

Gauss-Newton: Klasicky derivac¢ni algoritmus vychazejici z linearizace modelu v okoli p. Pro modely
s nizkou nelinearitou a odhadem po blizkym p* vede nejrychleji k cili. V opaéném piipadé casto
diverguje. V piipadé nespravného kroku optimalizace pouziva tlumiciho parametru Damp<I, ktery je
vypisovan béhem vypoctu. Zakladni hodnota parametru je 1.

Marquardt: SmiSeny derivacni algoritmus kombinujici metodu Gauss-Newtonovu a gradientovou.

WV

Obecné je spolehlivéjsi, nez ob¢ tyto metody zvlast.

Gradient-Cauchy: Deriva¢ni metoda pouzivajici sméru maximalniho spadu S(p) s Cauchyho krokem
ur¢enym minimalizaci ve sméru gradientu. Cauchyho bod je ur€ovan heuristickym postupem, aby se
zabranilo ,,zamrznuti* algoritmu v zahnutém udoli. V ptipadé nespravného kroku optimalizace pouziva
tlumiciho parametru Damp, ktery je vypisovan béhem vypoctu. Zakladni hodnota parametru je 1.
V piipadé zahnutého udoli kritéria S(p) (tzv. bananovy tvar) mtize byt tento algoritmus pomaly.

Dog Leg: Deriva¢ni metoda vychazejici podobné jako Marquadtova metoda z kombinace gradientu a
linearizace navic se vyuZziva historie optimalizace ke zpfesnéni Hessianu (matice druhych derivaci),
viz Denis Mei v seznamu literatury. V piipadé nespravného sméru optimalizace pouziva tlumiciho
parametru Norm, ktery je vypisovan béhem vypoctu. Zakladni hodnota parametru je 1. Béhem vypoctu
jsou dale vypisovany hodnoty pomocnych parametri Theta a T.

Gradient s pevinym krokem: Deriva¢ni metoda vyuzivajici pouze informace o gradientu kritéria S(p).
Tato metoda je vhodnd zvlasté pro zpfesnéni parametri v pocateCni fazi optimalizace. U silné
nelinearnich modell je v blizkosti minima pomald. V pfipadé nespravného kroku optimalizace pouziva
tlumiciho parametru Damp, ktery je vypisovan béhem vypoctu. Zakladni hodnota parametru je 1.
Simplex: Nederiva¢ni metoda vyuzivajici postupu pieklapéni mnohosténu (simplexu) s m+1 vrcholy.
Implementace v QCExpertu™ pouziva znahodnéného heuristického postupu a mutaci pii konstrukei
simplexu. Vzhledem k tomu, ze nepouziva derivace, je vhodna ke zpiesnéni a optimalizaci parametrii i
pro siln€ nelinearni modely. Jeji nevyhodou je obvykle pomalost ve srovnani s derivaénimi metodami.
Béhem vypoctu se vypisuje koeficient zvétSeni simplexu Norm.

Protokol

Nazev ulohy | Nazev ulohy z dialogového panelu.

Hladina vyznamnosti | Hodnota a zadané v dialogovém panelu, kterd se pouziva pro vypocet
intervall spolehlivosti a vSechny testy.
Pocet stupii volnosti | Pocet dat zmenseny o pocet parametrii, n—m.




Kvantil t(1-alfa/2,n-m)
Kvantil F(1-alfa,m,n-m)
Metoda

Pocet platnych fadka
Pocet parametrt
Metoda

Nezavisle proménné
Zavisle proménna
Model

Pocatecni hodnoty
parametrQ

Kvantil t-rozdéleni.

Kvantil F-rozd¢leni.

Pouzitd metoda (metoda nejmensich Ctverci)

Pocet fadki s platnymi hodnotami vSech proménnych.

Pocet parametrti v regresnim modelu.

Zvolena numerickd metoda optimalizace parametra.

Seznam nezavisle proménnych pouzitych v regresi.

Zavisle proménna.

Pouzity regresni model, vlevo od vinovky ,,~“ je zavisle proménna.
Pocatecni odhady parametrti pro posledni vypocet.

Vypocet

Pocet iteraci
Ukonceni vypoctu

Doba vypoctu
Max. pocet iteraci

Terminac¢ni kritérium

Pocet iteraci posledniho vypoctu.

Zpisob ukoncéeni vypoctu, v piipade uspesného vypoctu je uvedeno
Konvergence, pii ukonceni tlacitkem Prerusit je uvedeno Preruseni
uzivatelem, pti prekro¢eni maximalniho poctu iteraci je uvedeno
Divergence, Nebyl-li zadny vypocet parametru proveden, je uvedeno
Bez vypoctu. Pozor: slovo Konvergence nemusi vzdy nutné znamenat
uspésny vypocet! Nutno zkontrolovat i1 graficky vystup, popt. korelacni
matici parametru.

Procesorovy €as posledniho vypoctu v sekundéch.

Maximalni povoleny pocet iteraci, jehoz ptekroceni se povazuje za
divergenci vypoctu.

Pouzité terminacéni kritérium pro normu zmény parametru.

Odhady parametri

Nalezena optimalni hodnota parametrt, asymptotické odhady
smérodatné odchylky a mezi intervalu spolehlivosti pro zadané o.

Korela¢ni matice
parametri

Asymptotické odhady parovych korela¢nich koeficientii parametrii
regresniho modelu. Na diagonéle jsou vZdy jednicky. Parametry vétSiny
nelinearnich modelt jsou obvykle korelovany. Jsou-li v§ak hodnoty
mimo diagonalu velmi blizké +1, resp. —1, je nutno model
reparametrizovat (zapsat v jiném algebraickém tvaru), nebot’ odhady i
jejich smérodatné odchylky budou ziejmé nespolehlivé.

Analyza klasickych
rezidui

Nézev proménné, zde mé vyznam pouze pro posledni sloupec (Vicenas.
kor.), vlastni ¢isla nelze jednoznacné ptiradit k jednotlivym
proménnym.

Y naméfené
Y vypocitané
Smér. odch. Y
Reziduum

Reziduum [%Y]

Vlastni Cisla korela¢ni matice nezavisle proménné.

Index (Cislo) podminénosti k je pomér nejvétsiho a nejmensiho
vlastniho ¢isla. Maximalni hodnota Kmax > 1000 se povaZzuje za indikaci
silné multikolinearity.

Faktor vzristu rozptylu v diisledku multikolinearity, hodnoty VIF > 10
se povazuji za indikaci silné multikolinearity.

Vicendsobny korela¢ni koeficient mezi danou proménnou a v§emi
ostatnimi nezavisle proménnymi.

Statistické
charakteristiky regrese

Vicenasobny korel. koef.
R

Vicenasobny korela¢ni koeficient vyjadiuje relativni tésnost prolozeni
(nikoli kvalitu modelu). Korela¢ni koeficient vzdy roste (resp. neklesa)
S poctem proménnych!



Koeficient determinace
RN2

Predikovany korel. koef.
Rp

Sti. kvadraticka chyba
predikce MEP

Akaikeho informacni
kritérium

Rezidualni soucet ¢tverct
Primér absolutnich
rezidui

Rezidualni smér.
odchylka

Rezidualni rozptyl
Sikmost rezidui

Spicatost rezidui

Ctverec vicenasobného korela¢niho koeficientu.

Predikovany korela¢ni koeficient je citlivéj$i na vybocujici hodnoty nez
klasicky koeficient.

Chyba predikce i-té hodnoty zavisle proménné spocitana regresi

s vyloucenim i-tého bodu. Citliva na vybocujici hodnoty a
multikolinearitu, dalezita mira kvality regrese.

AIC, kritérium kvality regrese vychazejici z rezidudlniho souctu ¢tverct
penalizovaného poctem proménnych.

Soucet ¢tverct rezidui.

Aritmeticky pramér absolutnich hodnot rezidui

Smérodatna odchylka rezidui.
Rozptyl rezidui

Sikmost rezidui
Spicatost rezidui

Cook-Weisberguv test
heteroskedasticity
Hodnota kritéria CW
Kvantil Chi*2(1-alfa,1)
Pravdépodobnost

Zaveér

Jarque-Berriv test
normality

Hodnota kritéria JB
Kvantil Chi*2(1-alfa,2)
Pravdépodobnost

Z4avér

Waldiv test autokorelace
Hodnota kritéria WA
Kvantil Chi*2(1-alfa,1)
Pravdépodobnost

Zaver

Znaménkovy test rezidui
Hodnota kritéria Sg
Kvantil N(1-alfa/2)

Pravdépodobnost

Zaveér

Testuje konstantnost rozptylu chyb. Je-li pfitomna heteroskedasticita, je
nutno uvazovat o pouziti vhodnych vah.

Vypocitana testacni statistika.

Ptislusny kvantil y-rozdéleni.

p-hodnota testu, je-1i mensi nez zadana hladina vyznamnosti, je model
statistiky vyznamny.

Verbalni zavér testu.

Testuje normalitu rozdéleni chyb pomoci rozdéleni rezidui.

Vypocitana testacni statistika.

Ptislusny kvantil Xz-rozdéleni.

p-hodnota testu, je-li mensi nez zadana hladina vyznamnosti, je model
statistiky vyznamny.

Verbélni zavér testu.

Testuje ptitomnost autokorelace chyb na zakladé vypocitanych rezidui.
Vypocitana testacni statistika.

Ptislusny kvantil Xz-rozdéleni.

p-hodnota testu, je-1i mensi nez zadana hladina vyznamnosti, je model
statistiky vyznamny.

Verbalni zavér testu.

Neparametricky ovétuje pritomnost zavislosti, které nejsou postihnuty
modelem.

Vypocitana testacni statistika.

PtisluSny kvantil normalniho rozd¢leni.

p-hodnota testu, je-1i mensi nez zadana hladina vyznamnosti, je model
statistiky vyznamny.

Verbalni zavér testu.

Indikace vlivnych dat

Standardni

Klasické reziduum délené svoji smérodatnou odchylkou 1/s;.sqrt(1-H;),



Jackknife

Predikované

Diag(Hit)

Atkinsonova vzdal.

nekdy nazyvano studentizované, S, je reziduadlni smérodatna odchylka.
Jackknife reziduum, jako Standardni, misto S, je pro i-ty bod pouzita
smérodatna odchylka ziskana vynechanim i-t¢ho bodu. Toto reziduum
citlivéji indikuje vybocujici body.

Predikované reziduum, rozdil i-t¢ hodnoty nezavisle proménné od
modelu ziskaného po vynechani i-t¢ho bodu. Toto reziduum citlivéji
indikuje vybocujici body.

Diagonalni prvky projekéni matice, velké hodnoty naznacuji velky vliv
daného bodu na regresi. Soucet Hj; je roven poctu parametra. Prili§
vlivné body jsou zvyraznény Cervene.

Ptilis vlivné body jsou zvyraznény Cervené.

Grafy

Regresni krivka
¥ Regresni kiivka - Sheett

Pokud je vybrano vice nezavisle proménnych, tento graf se
nekresli. Je-li v datech pouze jedna nezavisle proménna,
pfedstavuje graf priibéh regresniho modelu. Cervené je
vyznacen pas spolehlivosti modelu na zadané hlading
vyznamnosti. Je nutné mit na paméti, ze pas spolehlivosti
predikce, zvlasté mimo interval dat, je realny pouze pokud
zvoleny model odpovida skute¢nosti. Vhodnym zmensenim

méfitka (zoom) Ize ziskat detail, nebo naopak prab¢h i

mimo interval méfenych dat.

Rezidua

Resicui i
Q50

Graf rezidui - Sheet!
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Graf normovanych rezidui, na ose X je hodnota zavisle
proménné. vodorovna piimka odpovida priméru rezidui.
.o Nelinearni prabéh bodii svéd¢i o nevhodném nebo
netplném modelu, popt. o nespravnych hodnotach

ai0 * *
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030
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parametru.

Vlivna data

H-cliaganal
0.504

Graf vlivhych hodd - Sheett

Diagonalni prvky projekéni matice H=X(X X)X, které
vyjadiuji miru vlivu jednotlivych dat na regresi (X je matice
prvnich parcidlnich derivaci modelu podle jednotlivych

parametrl v jednotlivych hodnotach nezavisle proménné).
Body nad vodorovnou pfimkou se povazuji za siln€ vlivné a
je tieba jim vénovat pozornost.

0 2 4 6 & 10 12

14 16




