Partial Least Squares regrese (PLS-R)
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Modul PLS regrese poskytuje uzivateli jednu z nejvykonnéjSich soucasnych vypocetnich
nastrojii pro vyhodnocovani dvojice vicerozmérnych proménnych, mezi nimiz se predpokladd mozna
linearni zavislost jak unitt jedné, ¢i druhé vicerozmérné proménné, tak mezi obéma promeénnymi
navzajem. Tato vypocetné¢ pomérné¢ narocna metodika umoziuje vysvétlovat a predikovat jednu
skupinu proménnych pomoci jiné skupiny proménnych. Velké mnozstvi aplikaci nalezne metoda PLS
regrese Vv fizeni a planovani jakosti, ve vyrobnich technologiich, designu a optimalizace vlastnosti
produktii, pfi vyvoji novych produkti, marketingovych studiich, ve vyzkumu pii vyhodnocovani
experimentll, pfi klinickych studiich. Pfikladem mtize byt modelovani vztahti mezi technologickymi
parametry pii vyrob¢ a parametry kvality produktu, nebo mezi chemickym slozenim a fyzikalnimi ¢i
biologickymi vlastnostmi. Mezi typické otdzky z technologické praxe, na néz Casto mohou postupy
PLS odpovédét patii napiiklad:

Ma cistota suroviny vliv na pevnost produktu?

Co se stane, zvysi-li se teplota pti zpracovani?

D4 se zvysit stabilita produktu snizenim otacek?

Které procesni parametry nejvice ovlivituji pevnost?
Na jaké hodnoty nastavit procesni parametry, aby bylo dosazeno pozadovanych vlastnosti?
Co zpusobilo pokles parametru?

Cim a jak se od sebe li§i jednotlivé vyrobni $arze?

Jak zvysit stabilitu/kvalitu?

Jak zvysit pevnost/hodnotu/konkurenceschopnost?
Které vstupni parametry jsou rozhodujici pro kvalitu?
Které procesni parametry jsou rozhodujici pro kvalitu?

Matematicka podstata metody PLS regrese
Tabulku naméfenych hodnot p veli¢in (sloupcit) s n fadky ozna¢me jako matici X(n X p), a

odpovidajici tabulku se stejnym poctem tadka n ale s g veli¢inami oznaéme Y (n X q), sloupce X a'Y se
vycentruji (odeCtou se sloupcové priméry). Abychom extrahovali maximum informace z p- a g-
rozmé&rnych matic do prostoru s nizsi dimenzi k, rozlozime X a Y na souéin ortogonalni matice T (n X
k) a U (n x k), s koeficienty P a Q

X=TP' +E

Y=UQ +F

pii soucasné maximalizci korelace mezi T a U. Pozadovanou dimenzi k, 1 < k < min (p, q) zvolime
sami, naptiklad na zakladé grafu poklesu souétu ¢tverci (scree plot) tak, ze zvolime takové k, nad
nimz jiz soucet ¢tverci vyrazné neklesa, viz dale. Pfili§ vysoka hodnota k je obvykle zbyte¢na: snizuje
stabilitu predikce modelu a pfitom neziskdme mnoho uZite¢né informace. Ptili§ nizkd hodnota vede
sice ke stabilnimu, ale pfili§ hrubému modelu a ztraté uZitecné informace obsazené v datech. Vice o
vybéru k viz dale. Sum a irelevantni informaéni smeti obsaZzené v kazdych méfenych datech se uklidi
jako do popelnice do rezidualnich matic E a F. Rozkladem U = TB (kde B je ¢tvercova diagonalni
matice) ziskdme nastroj pro vypocet (odhad) Y z X ale zaroven X z Y, protoze model PLS-R je
symetricky, sta¢i formaln¢ zaménit ob¢ tabulky.

Y =TBQ',

T se zde vypocitd z novych dat X, T = XP~ (zde P~ znaci zobecnénou, napt. Moore-Penroseovu
pseudoinverzi obdélnikové matice P), pfipadné z novych specifikaci, parametri nové suroviny, a
podobné, pro néz pottebujeme predikci vSech parametrii Y. Navic je zde vidét vnitini vazbu mezi X a
Y. Oznaéime-li W = BQ', miizeme piivodni dvojici vztahii piepsat do tvaru



X=TP" +E
Y=TW+F

takze data X a Y jsou svazany pomoci spole¢né matice skortt T, coz je vlastné ortogonalizovana
puvodni matice X v obecné obecné mensim poctu dimenzi s maximalnim informac¢nim obsahem
puvodné obsazenym v X, odstranénym Sumem (ten je v matici E), a souCasné maximalni relevanci
(kovarianci) s daty v matici Y. Pomoci vztahu

A=P BQ'

lze rekonstruovat koeficienty klasického regresniho modelu s vicerozmérnou odezvou Y = AX.
Sloupce a; matice A pak obsahuji linearni koeficienty (absolutni ¢leny jsou nulové) modelu y; = Xa;,
kde y; je i-ty sloupec matice Y. Hodnoty koeficienti nebudou obvykle c¢iseln¢ zcela totozné
s koeficienty ziskanymi klasickou linearni regresi. Budou vychylené, avSak zaroven zkracené
(shrinked), s niz$imi rozptyly, a tedy obecné stabilng;jsi.

Jak bylo feceno, tato metoda hledd vztah mezi dvéma fenomény popsanymi vicerozmérnymi
¢iselnymi vektory, mély by proto podle toho byt vybirany i sloupce matic X a Y. Typickym piikladem
je tedy matice X obsahujici procesni, technologické parametry pii vyrobé jednotlivych kusii nebo Sarzi
produktu a matice Y obsahujici fyzikalni parametry odpovidajicich hotovych produktt, jejich
odchylky od specifikaci apod. Jinym ptikladem je matice X obsahujici klimatické a chemické popisy
prostfedi rtiznych lokalit a matice Y s biologickymi parametry mikroorganismi, vegetace ¢i fauny
Vv téchto lokalitach. Pomoci predikce je mozné ziskat odhady nezndmych veli¢in matice Y na zakladé
znamych hodnot X.

Validace modelu

Kvalitu konkrétniho modelu PLS 1ze posoudit na zaklad¢€ jeho schopnosti predikovat hodnoty y
pro dané hodnoty X. Toho se vyuziva pii raznych valida¢nich postupech, nekdy nazyvanych cross-
validace. Princip validace modelu je stejny jako u neuronovych siti. spo¢iva v tom, ze pred vypoctem
»zatajime* Cast dat, které oznac¢ime jako testovaci nebo validacni. Ze zbytku dat, oznacenych jako
trénovaci, vypocitame parametry modelu PLS. Pak valida¢ni data ,,odtajnime* a posoudime, zda
model dobfe popisuje i tato valida¢ni data. Valida¢ni kterd by méla mit stejnou povahu, fyzikalni
mechanismus vzniku, rozsah hodnot x, a tedy i stejny model jako data trénovaci. Pro valida¢ni data se
pak konstruuji diagnostické grafy, z nichZ jednoduSe usuzujeme, zda je model vhodny pro vSechna
data. Pokud model popisuje dobie jem trénovaci data a nikoliv data valida¢ni, obvykle to znamena, Ze
mame malo dat (fadkl), nebo Ze jsme zvolili pfili§ velky podil validac¢nich dat. Obvykle volime podil
valida¢nich dat mezi 10 a 40%. Tento podil neni ovSem zdvazny, byva uzite€né ovéfit predikci 1 pro
rizné podily valida¢nich dat.

Samoziejmé ani elegantni PLS regrese neni zdzra¢nd metoda a md urcitd omezeni, kterad
spoc¢ivaji hlavné v pfedpokladu piiblizné linearity a normality chyb. Spolu s moznosti predikce a
grafickych vystupl vSak poskytuje velmi vykonny nastroj pro analyzu a predikci vicerozmérnych dat.
Predevsim diky predikénim moznostem je PLS regrese ideadlnim ndstrojem pro planovani jakosti,
design produktl, optimalizaci technologii a aplikovany vyzkum.

Data a parametry

Do modulu PLS regrese vstupuji dvé matice X sp sloupci a Y sq sloupci vybrané
prostiednictvim sloupcti datové tabulky v poli Matice X a Matice Y. Vybrané sloupce musi obsahovat
Ciselnd data, pocet fadkti matice X a Y musi byt stejny, hodnoty v jednotlivych fadcich si maji
odpovidat (tj. vztahovat se k témuz vyrobku, objektu, Casu, experimentu, a podobn¢). Kazdy vybér
musi obsahovat nejméné dva sloupce. Sloupce matice X by se nemély objevit v matici Y. Po zaskrtnuti
policka Dimenze lze omezit dimenzi k. Neni-li policka Dimenze zaSkrtnuto, provadi se PLS
V maximalni mozné dimenzi, tedy k = min(p, q). Je mozné nejdiive povést PLS v maximalni dimenzi,



pak urc¢it vhodnou hodnotu k pomoci grafu scree-plot a s timto k pak vypocet opakovat. Zaskrtneme-li
policko Spojit Biplot, budou jednotlivé body v grafech Biplot spojeny podle pofadi dat ve
spreadsheetu. Tim se muze projevit piipadna trajektorie procesu ve vicerozmémém prostoru.
Zaskrtneme-li nepovinné policko Predikce, je nutno vybrat v ptislusném poli seznam proménych, které
odpovidaji proménnym matice X véetné poradi. Pro tyto proménné budou pak pomoci modelu PLS-R
vypocitany predikované hodnoty Y odpovidajici zadanym hodnotam X. Hodnoty X pro predikci musi
mit stejny pocet sloupct jako matice X, mohou mit ale jiny pocet fadka (minimalné 2 fadky).

Vypocitany model PLS Ize ulozit do souboru pro pozd¢jsi pouziti modulem Predikce,
zaSkrtnutim policka Ulozit model pro predikci. ZaSkrtnutim policka Validace a zadanim procent
pouzitych pro vypocet modelu se nahodné vybere zadany podil dat pro vypocet modelu a zbytek je
vyuzit pro validaci modelu.
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Obrazek 1 Zakladni nastaveni dialogového panelu PLS
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Obrazek 2 Priklad vstupnich dat pro PLS

Protokol

Vstupni data Specifikace vstupnich dat

Pocet radki Pocet platnych analyzovanych fadkd.




Pocet sloupct

Pocet sloupcti matic X a Y.

Sloupce

Nézvy jednotlivych sloupcii obou vstupnich matic.

Zvolena dimenze

Dimenze vypoctu PLS podle zadani v dialogovém okné. K ur¢eni vhodného
k je mozno vyuzit grafu Scree-plot, viz dale.

Koeficienty PLS, B

Diagondlni prvky matice B.

Vysvétleny soucet
Ctvercu

Tabulka postupného snizovani souctu ¢tverct odchylek predikce od
namétenych hodnot s postupnym piiddvanim komponent (dimenzi).

Pocet komponent

Pocet komponent pouzity v modelu PLS-R, odpovida postupnému
zvySovani K.

RSC Rezidualni soucet ¢tvercii. Pti nulovém poctu komponent odpovida
celkovému souctu ¢tvercii bez modelu.
Procent Procentualni vyjadieni RSC.

Vysvét. procent

Procentualni vyjadieni (100 — %RSC), tedy procento kvadratické chyby,
které se podafilo vysvétlit modelem PLS-R v dimenzi dané poctem
pouzitych komponent.

Zateze (Loadings) X, P

Prvky matice zatézi P.

Zatéze (Loadings) Y, Q

Prvky matice zatézi Q.

Regresni koeficienty, A

Regresni koeficienty pfiblizné odpovidajici vicenasobnému regresnimu
modelu Y = XA. Hodnoty koeficientti nebudou obvykle ¢iselné zcela
totozné s koeficienty ziskanymi klasickou linearni regresi. Budou
vychylené, avSak zaroven zkracené (shrinked), s niz§imi rozptyly, a tedy

obecné stabilnéjsi.

Predikce Predikované hodnoty Y odpovidajici zvolenym hodnotam prediktoru v poli
X-Predikce. Neni-li zaskrtnuto poli¢ko X-Predikce, odstavec Predikce se
nevytvari.
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Souhrnny biplot

Comp2 Biplot X

Bi-plot pro matici X i Y v jednom grafu, pro matici X a pro
matici Y zvlast. Biplot je projekce vicerozmérnych dat do
plochy (optimalni z hlediska nejmenSich ¢tvercit). Body
reprezentuji fadky, paprsky odpovidaji sloupctim.

K identifikaci fadki 1ze pouzit oznaceni bodl v interaktivnim
grafu. Pfi interpretaci grafu se vychazi z toho, Ze aproximace
puvodnich dat umérna vektorovému soucinu jednotlivych bodt
a usecek (bod reprezentuje konec vektoru s poc¢atkem v bodé
(0,0)). Z toho plyne, Ze blizké vektory fadkt (body) nebo
sloupcti (paprsky) budou ziejmé vzajemné korelované. Vektory
radkd, lezici ve sméru nékterého vektoru sloupce budou mit

Vv tomto sloupci vyssi, resp. niz§i hodnoty. Znaménko (smysl
vektoru) pfi tom nehraje roli. Je tfeba brat v uvahu, ze
vzhledem K drastickému snizeni po¢tu rozmért jsou zvlasté pro
vEtsi m tyto informace orientacni a slouZzi spiSe ke globalnimu
posouzeni struktury a moznych souvislosti v datech. Bylo-li
vybrano v zadani ulohy Spojit Biplot, jsou body v grafu
spojeny useckami v chronologickém potadi, coz nékdy umozni
identifikovat nenahodné ¢asové trendy v procesech.
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Graf dosaZené shody mezi sloupci T a U. Tento soubor grafti
sveédci o globalni uspésnosti a vhodnosti modelu. Cim vice se
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Graf Y-Predikce. Graf shody naméfenych (zadanych) hodnot
zavisle proménné a vypoéitanych hodnot predikce. Cim vice se
body blizi ptimce, tim lepsi je fit, tedy predikce dobie
odpovida skute€nym hodnotdm. Tento graf se vytvafi pro
kazdou zéavisle proménnou. Nékteré proménné mize PLS
predikovat 1épe, jiné hlife. Nema-li graf tvar zfetelného trendu,
nebyl nalezen model, ktery by dobfe predikoval tuto nezavisle
proménnou. Byla-li zvolena Validace, je v nadpisu grafu v
zavorce slovo Validace, valida¢ni body jsou pak v grafu
oznaceny cervené (zde oznaceno prazdnymi krouzky). Jsou-li
validovana data v souhlasu s trénovacimi daty (v grafu modre,
zde plné krouzky), tak jako na grafu A, je model PLS stabilni a
poskytuje spolehlivou predikci. Jsou-1i vsak valida¢ni data ve
vyrazném nesouhlasu s ostatnimi daty, jako na grafu B, je
model PLS mozna pteurceny, popisuje dobie pouze data, z
nichZ byl vypocitan a ziejmé& se nehodi pro predikci novych




hodnot. Doporucuje se zkusit snizit dimenzi modelu zadanim
¢isla mensiho nez min(p, q) do policka Dimenze, Obrazek 1.
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Graf Validace slouzi k posouzeni kvality predikce valida¢nich
dat. Znac¢n¢ odlehlé body mohou piedstavovat vybocujici
méteni. Na ose Y jsou Eukleidovské vzdalenosti namétenych
dat od modelu. Porovnani grafii validace pro rizné
dimenzionality modelu s tymiz daty, nebo stejné modely s
riznymi daty miize slouzit jako voditko pro posouzeni kvality
modelu a dat. Mensi hodnoty vzdalenosti odpovidaji lepsi

predikci pro validacni data.




